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)RYTMY SZKOLNE

Nauczyciele matematyki oraz informatyki w swojej praktyce
szkolnej maja czesto do czynienia z pewnymi standardowymi
algorytmami. Celem tego wykfadu jest zapoznanie z
najwazniejszymi algorytmami wykorzystywanymi na lekcjach
matematyki oraz informatyki oraz przedstawieniem pewnych
mozliwosci ich udoskonalania w celu uzyskania algorytméw
szybszych, ktére maja mniejsza ztozono$¢ obliczeniowa. Do takich
algorytméw naleza m.in. wypisywanie dzielnikéw, znajdowanie
NWD oraz NWW dwoéch lub wiekszej ilodci liczb, rozktad danej
liczby naturalnej na czynniki pierwsze, sprawdzanie, czy dana liczba
naturalna jest pierwsza, wypisywanie listy liczb pierwszych,
sprawdzanie czy dana liczba jest doskonata, wypisywanie listy liczb
doskonatych, wypisywanie par liczb zaprzyjaznionych, a takze
odczytywanie liczb zapisanych w innym systemie liczenia oraz
zapisywanie liczb w systemie o danej podstawie. Algorytmy te beda
réwniez ilustrowane programami w jezyku PYTHON.
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PISYWANIE DZIELNIKOW

Juz w szkole podstawowej uczniowie wypisuja dzielniki podanej liczby.
Problem nie wydaje sie trudny dla liczb matych, jednak dla wiekszych
liczb staje sie skomplikowany nawet dla dorostych ludzi i w celu jego
rozwigzania wykorzystujemy czesto komputer. Na poprzednim wyktadzie
przedstawiony zostat prosty algorytm rozwigzujacy ten problem:

DZIELNIK=1

T

PZIELNIK=DZIELNIK+1

dr Marcin Ziétkowski



WYPISYWANIE DZIELNIKOW

A oto program, wykorzystujacy ten algorytm, napisany w jezyku
PYTHON:

WYPISYWANIE DZIELNIKOW - PROSTY PROGRAM

print("Podaj liczbe")
a=int (input )
for i in range(l,a+1):
if al%i==0:
print (i)
input ()
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PISYWANIE DZIELNIKOW

Dla matych liczb program dziata bardzo szybko, dla wiekszych jego
dziatanie jest wolne. Dzieje sie tak dlatego, ze sprawdzamy po kolei
wszystkie liczby poczawszy od 1 do liczby n. Okazuje sie, ze jesli
dzielniki bedziemy wypisywa¢ parami (np. dla liczby 40:
1,40,2,20,4,10,5,8), to mozemy sprawdza¢ dzielniki tylko do
liczby catkowitej nie wiekszej od /n, co znacznie poprawia jego
szybkos$¢, otrzymujemy ztozono$¢ rzedu O(+/n) zamiast O(n). Na
przykfad dla liczby 1000000 wystarczy sprawdzi¢ 1000, a nie
1000000 dzielnikéw. Oto modyfikacja:
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WYPISYWANIE DZIELNIKOW

WYPISYWANIE DZIELNIKOW - PROGRAM SZYBSZY

print ("Podaj liczbe")
import math
a=int (input())
for i in range(1,math.floor(math.sqrt(a))+1):
if i==a/i:
print(i,",")
elif aji==0:
print(i,",",int(a/1i))
input )
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LICZANIE NWW

Kolejnym problemem jest znajdowanie NWW dwéch lub wiekszej ilosci
liczb naturalnych. W szkole czesto wykorzystuje sie do tego rozktad liczby
naturalnej na czynniki pierwsze. Jednak znajdowanie NWW moze byé
oparte na algorytmie nie wykorzystujacym tego rozktadu. Algorytm taki
jest szybszy, a jego idea byta réowniez przedstawiona na poprzednim
wyktadzie:

i WYPROWADZ a*i ;
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OBLICZANIE NWW

Program realizujacy ten algorytm jest przedstawiony ponizej. Aby
program dziatat jeszcze szybciej zapewniamy, aby mnozona byta
wieksza z liczb (instrukcja warunkowa IF).

ZNAJDOWANIE NWW - PROGRAM

print ("Podaj dwie liczby naturalne")
a,b=int (input ()),int (input ())
if a<b:
x=a
a=b
b=x
i=1
while (a*i)%b !=0:
i=i+l
print ("NWW liczb", a, "oraz", b, "wynosi",a*i)
input )
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)BLICZANIE NWW

Zauwazmy, ze ta sama idea moze mieé zastosowanie przy obliczaniu
NWW wiekszej ilosci liczb. Jedna z tych liczb (najlepiej najwieksza, ale
trzeba tu stosowaé wéwczas algorytmy sortujace) mnozymy przez kolejne
dodatnie liczby naturalne do momentu, az uzyskany iloczyn bedzie
podzielny przez wszystkie pozostate liczby. Mozemy tez napisaé program
rekurencyjny (ale o tym na jednym z kolejnych wyktadéw), poniewaz
NWW (a, b, c) = NWW(NWW /a, b), ¢). Oto przyktad programu dla
trzech liczb:

OBLICZANIE NWW TRZECH LICZB - PROGRAM

print("Podaj trzy liczby naturalne")
a,b,c=int (input()),int (input()), int(input())
i=1
while (a*i)%b '=0 or (a*i)%c!=0:
i=i+l
print ("NWW liczb", a, "oraz", b, "oraz", c, "wynosi",axi)
input ()

v
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LICZANIE NWD

Nastepny problem to znajdowanie NWD dwéch lub wiekszej ilodci liczb
naturalnych. W szkole rowniez wykorzystuje sie do tego rozktad liczby
naturalnej na czynniki pierwsze. Znajdowanie NWD moze by¢ jednak
réwniez duzo tatwiejsze. Mozemy na przyktad od mniejszej z liczb
odejmowac liczbe jeden dopdki wieksza liczba nie podzieli sie przez
uzyskana réznice i jednoczesnie réznica ta nie bedzie dzielnikiem
mniejszej z liczb. Oto przyktad takiego programu:
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OBLICZANIE NWD

ZNAJDOWANIE NWD - PROGRAM

print("Podaj dwie liczby naturalne")
a,b=int (input ()),int (input ())
if a>b:
x=a
a=b
b=x
temp=a
while bjtemp!=0 or ajtemp!=0:
temp=temp-1
print ("NWD wynosi",temp)
input ()

dr Marcin Ziétkowski



SLICZANIE NWD - ALGORYTM EUKLIDESA

Innym ze znanych sposobdéw jest na przyktad algorytm Euklidesa
wykorzystujacy jedynie operacje odejmowania przedstawiony na

poprzednim wyktadzie:
;lj
WPROWADZ a,b

i WYPROWADZ a; m I
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OBLICZANIE NWD - ALGORYTM EUKLIDESA

Program realizujacy ten algorytm jest przedstawiony ponize;j.

ZNAJDOWANIE NWD, ALGORYTM EUKLIDESA - PROGRAM

print ("Podaj dwie liczby naturalne")
a,b=int (input ()) ,int (input ())
while al=b:
if (a>b):
a=a-b
else:
b=b-a
print ("NWD wynosi",a)
input )

Idee te réwniez mozemy rozszerzy¢ dla wiekszej ilosci liczb lub
wykorzystaé rekurencje, poniewaz dla najwiekszego wspdlnego dzielnika
mamy réwniez zalezno$¢: NWD(a, b, c¢) = NWD(NWD(a, b), ).
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ZBY PIERWSZE

Problem znajdowania liczb pierwszych jest problemem bardzo
waznym z punktu widzenia matematyki i informatyki. Liczby
pierwsze s3 bowiem wykorzystywane m.in. w kryptografii
(szyfrowanie danych) oraz maja wiele innych zastosowan. Test
sprawdzania, czy dana liczba jest pierwsza moze by¢ oparty na
przykfad o ponizszy algorytm:

WPROWADZ n
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LICZBY PIERWSZE

Program napisany w oparciu o ten algorytm wyglada nastepujaco:

TEST PIERWSZOSCI - PROGRAM

print("Podaj liczbe naturalna")
a=int (input())
d=2
while a’%d!=0:
d=d+1
if (a==d):
print("Liczba", a, "jest pierwsza")
else:
print("Liczba", a, "jest zlozona")
input () |
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LICZBY PIERWSZE

Program ten mozna przyspieszy¢, szukajac dzielnikdw tylko do
liczby catkowitej nie wiekszej od \/n. Daje to ztozono$¢ rzedu

O(4/n) zamiast liniowej O(n).

TEST PIERWSZOSCI - PROGRAM SZYBSZY

print("Podaj liczbe naturalna")

a=int (input())

d=2

import math

while a’d!=0 and d<=math.floor(math.sqrt(a)):
d=d+1

if (d==1+math.floor (math.sqrt(a))):
print("Liczba", a, "jest pierwsza")

else:
print("Liczba", a, "jest zlozona")

input ()
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’BY DOSKONALE

LICZBA DOSKONAtA - DEFINICJA

Liczba doskonata nazywamy liczbe naturalng, ktéra jest réwna
sumie mniejszych od siebie dzielnikdw.

Liczby doskonate to wielka zagadka teorii liczb, poniewaz:

Q Nie wiadomo, czy liczb doskonatych jest skonczenie czy
nieskonczenie wiele

Q Wszystkie znalezione do tej pory liczby doskonate s3 parzyste,
nie wiadomo czy istnieje nieparzysta liczba doskonata

Q Nie ma zadnego efektywnego algorytmu znajdowania liczb
doskonatych, istnieje jednak zwigzek pomiedzy liczbami
doskonatymi i pewnymi liczbami pierwszymi (doktadniej
liczbami pierwszymi Mersene'a, czyli liczbami pierwszymi,
ktére da sie przedstawi¢ w postaci 1 4+ 2+ ... +2")

Oto kilka znanych liczb doskonatych:
6,28, 496, 8128, 33550336, 8589869056, 137438691328.



LICZBY DOSKONALE

W oparciu o definicje liczby doskonatej mozna fatwo skonstruowad
algorytm oraz napisaé program, ktéry sprawdza, czy dana liczba
jest liczba doskonata. Oto przykfad takiego programu:

TEST DOSKONA+OSCI - PROGRAM

print ("Podaj liczbe naturalna')
a=int (input ()
suma=0
for d in range(l,a):

if a%d==0:

suma=suma+d

if (suma==a and a>0):

print("Liczba", a, "jest doskonala")
else:

print("Liczba", a, "nie jest doskonala")
input )

dr Marcin Ziétkowski



LICZBY DOSKONALE

| jeszcze program szybszy:

TEST DOSKONAtOSCI - PROGRAM SZYBSZY

print("Podaj liczbe naturalna")
a=int (input())
import math
suma=1
for d in range(2,math.floor (math.sqrt(a))+1):
if a%d==0 and al!=a/d:
suma=suma+d+a/d
elif a%d==0:
suma=suma+d
if (suma==a and a>1):
print("Liczba", a, "jest doskonala")
else:
print("Liczba", a, "nie jest doskonala")
input )
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ICZBY ZAPRZYJAZNIONE

LICZBY ZAPRZYJAZNIONE - DEFINICJA

Dwie rézne liczby naturalne nazywamy zaprzyjaznionymi, jesli
jedna z nich jest rébwna sumie dzielnikéw drugiej liczby mniejszych
od niej i na odwrét.

Z liczbami zaprzyjaznionymi jest podobny problem. Nie wiadomo,
czy takich par liczb jest nieskonczenie wiele i czy istnieja liczby
zaprzyjaznione, z ktérych jedna byfaby parzysta, a druga
nieparzysta.

Oto przyktady takich par liczb:

LICZBY ZAPRZYJAZNIONE

220 i 284 1184 i 1210 2620 i 2924 5020 i 5564 6232 i 6368
10744 i 10856 12285 i 14595
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BY ZAPRZYJAZNIONE - PROGRAM SPRAWDZAJACY

print("Podaj dwie liczby naturalne")
a,b=int (input ), int(input())
import math
sumal=suma2=1
for d in range(2,math.floor(math.sqrt(a))+1):
if a)d==0 and al!=a/d:
sumal=sumal+d+a/d
elif a)d==0:
sumal=sumal+d
for d in range(2,math.floor(math.sqrt(b))+1):
if b%d==0 and b!=b/d:
suma2=suma2+d+b/d
elif b)d==0:
suma2=suma2+d
if (sumal==b and suma2==a and a!=b and a>1 and b>1):

print("Liczby", a, " oraz ", b, "sa zaprzyjaznione")
else:

print("Liczby", a, " oraz ", b, "nie sa zaprzyjaznione")
input ()
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OZKEAD LICZBY NATURALNEJ NA CZYNNIKI

IERWSZE

Na koniec oméwimy algorytm rozktadu liczby na czynniki pierwsze.
Przedstawiony ponizej algorytm opiera si¢ o intuicyjne rozumienie
rozktadu i rozktad ten jest wykonywany w oparciu o dzielenie przez
kolejne liczby naturalne. Na przyktad 60 =2-30=2-2-15=2-2-3.5.
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ROZKEAD LICZBY NATURALNEJ NA CZYNNIKI

PIERWSZE

Program napisany w oparciu o ten algorytm przedstawia sie
nastepujaco:

ROZKtAD NA CZYNNIKI PIERWSZE - PROGRAM

print("Podaj liczbe naturalna:")
n=int (input ())
while n!=1:

d=2

while n%d!=0:

d=d+1

print(d,",")

n=n/d
input )
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